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ی پرهیجانِ کشف و رسیدن به درکی تازه را بیان ای بود که با آن، لحظهدان نابغهای پراحساس بر زبان ریاضیکلمه  "آها! "

اندازی روشن پیش رویش گشوده شده  ای ایستاده و ناگهان چشمکرد؛ گویی پس از پیمودن مسیری طولانی، بر فراز تپهمی

 . [۱است ]

میلادی( در تهران زاده شد. پس از تحصیل در دانشگاه صنعتی شریف، در    ۱۹۷۷خورشیدی )  ۱۳۵۶مریم میرزاخانی در سال 

های او، از دکتری ریاضی خود را از دانشگاه هاروارد دریافت کرد و بعدها استاد دانشگاه استنفورد شد. پژوهش  ۲۰۰۴سال  

های خمیده تا بررسی هندسه و پویایی فضاهای پیچیده، پیوندهایی عمیق میان  ی ساده روی سطحشمارش مسیرهای بسته

 . [۲های گوناگون ریاضیات برقرار کرد ]شاخه

، مدال فیلدز را "های سطوح ریمانی و فضاهای مدولی آندینامیک و هندسه "اش در  سبب سهم برجسته، به۲۰۱۴او در سال  

 . [۳ی این مدال شد ]کنندهدریافت کرد و نخستین زن و نخستین ایرانی دریافت

ها و ها، روشسالگی درگذشت؛ اما مسئله، پس از مبارزه با سرطان، در چهل ۲۰۱۷ی ژوئیه  ۱۴مریم میرزاخانی در  

بزرگداشت »زنان در ریاضیات«  به عنوان مه،    ۱۲زادروز او،   .[۴اند ] اندازهایی که پدید آورد، همچنان در ریاضیات زندهچشم

 . [۵شود ]هر سال در سراسر جهان گرامی داشته می  ۲۰۱۹برگزیده شده است و از سال  
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 از نقاط قابل دیدن تا شمارش مسیرهای ساده 

 یک کاوش ریاضی به یاد مریم میرزاخانی 

 چکیده

  بر   ثابت  شیبی  با  حرکت  ٔ  ای دربارهکند. ابتدا مسئلهمند به ریاضیات ارائه می آموزان دبیرستان و خوانندگان علاقه این مقاله کاوشی پیوسته برای دانش 

  ارتباط   و  بررسی  گسترده  ایصفحه  در  حرکت  مسیر  مسئله،  هایپرسش   به  دادنپاسخ   برای  سپس.  شودمی   مطرح  بسته  مسیرهای  تشکیل  و  واحد  مربع  روی

  های زوج   تشخیص  برای  هندسی  معیاری  مبدأ،   از  ایشبکه   نقاط  شدندیده   مفهوم.  شودمی   آشکار  ایشبکه   نقاط  و  اول  نسبتاً  هایزوج   گویا،  هایشیب   با  آن

  و   ایشبکه   نقاط  یامه، ابتدا همهاد  در.  کندمی  تبدیل  دایره  ربع  درون  نقاط  این  شمارش  به  را  مسئله  مسیر،  طول  محدودیت  و  آوردمی   فراهم  اول  نسبتاً

  حالت .  آیدمی   دست  به  مسیرها  تعداد  مجانبی  رشد  قانون  موبیوس،  تابع  و  شمول  عدم  و  شمول  اصل  از  استفاده  با  و  شوندمی   شمارش  اول  نسبتاً  نقاط  سپس

  پژوهش   در  ساده  یبسته   هایمنحنی  شمارش  یمسئله   با  ساده  مدل  این  نتایج  و  هاپرسش   ساختار  پایان،  در.  شودمی  بررسی   اختصاربه  نیز  مسئله  مستطیلی

  ای نمونه  بلکه  ؛است  او  کشف  مسیر  تاریخی  بازسازی  نه  و  میرزاخانی  یقضیه  از  مستقیمی  خاص  حالت  نه  حاضر  مدل.  شودمی   مقایسه  میرزاخانی  مریم

 . مشاهده و حدس به اثبات است  از  و  شمارشی  یمسئله  یک  به  هندسی  یمسئله  یک  از  گذار  چگونگی  دادننشان   برای  آموزشی

 . میرزاخانی  مریم  موبیوس،  تابع  مجانبی،  شمارش  ساده،  یای، اعداد نسبتاً اول، مسیر بسته نقاط شبکه   واژگان کلیدی:

 

 مقدمه (۱

برندهدان برجستههای مریم میرزاخانی، ریاضیپژوهش ایرانی و  فیلدز سال  ی  ، در هندسه و دینامیک سطوح و  ۲۰۱۴ی مدال 

ای که در  ی ساده با طول محدود مربوط است؛ مسئلههای بستهها بود. بخشی از کار او به شمارش منحنیفضاهای پارامتری آن

 [.۸-۶ی اندازه و دینامیک نیاز دارد ] ظاهر تنها یک پرسش شمارشی است، حل آن به ترکیبی عمیق از هندسه، توپولوژی، نظریه

استفاده از یک مدل تخت و دوبعدی برای ورود به این مسئله در منابع معتبر نیز سابقه دارد. در یک متن آموزشی منتشرشده از  

شوند و قانون رشد  ی شبکه متناظر میی ساده روی توروس مربعی با بردارهای اولیهی پژوهشی اوبروولفاخ، مسیرهای بستهمؤسسه

گیرد  ی ساده روی سطوح هذلولوی قرار میهای بستهی شمارش منحنیی مریم دربارهای برای بیان قضیهها مقدمهدرجه دوم آن

ی شبکه را راهنمایی مقدماتی برای فهم سازوکارهای  ی مروری پژوهشی، شمارش نقاط اولیههررا در یک مقاله-[. همچنین آرانا۹]

ای ر آموزشی را، با تمرکز بر ربع نخست، برآورد هندسی نقاط شبکهی حاضر همین مسی [. مقاله۱۰کند ]کلی اثبات مریم معرفی می

 کند. محور دنبال میی صریح از تابع موبیوس، در قالبی کاوشو استفاده

محدودیت طول،  شود.  ی او مطرح میهای بسیار پیچیدهبا یکی از پژوهشفرم  همبسیار ساده ولی  یک مدل آموزشی    بر این اساس 

اوست. ی  پیچیدهوهش  ژی این مقاله و پی سادهسه عامل مشترک بین مسئله  شمارش مسیرهای متمایز و یافتن قانون رشد حدی

تر و در پیوند دادن پاسخ با  برای سطوحی بسیار پیچیده  شده در این مقاله ی از نوع مطرحعظمت کار مریم در حل پرسش در واقع  

 است.ساختار کلی فضای سطوح 

  ادامه  در   که ایمسئله. نیست میرزاخانی قضایای از  شدهساده اینسخه یهدف این مقاله ارائهبا این وجود بایستی توجه داشت که 

 بخش   یک  با   همراه  دبیرستانی،   یهندسه  و  اعداد   ی نظریه  ابزارهای  با   و   دارد   قرار  منظم   بسیار   و  تخت  ای هندسه  در   شود، می  حل

ای است. این که چگونه مسئله  کاوشپژوهش و    فرایند   یتنها در ارائه  آن   آموزشی  ارزش .  است  بررسی  قابل  تر،پیشرفته  کمی  تکمیلی

ی نهایی نیز از لحاظ  تر برای حل تبدیل کنیم. نتیجهرسد را با تبدیل مناسب به روندی سادهکه در نگاه اول پیچیده به نظر می

 پژوهش مریم دارد.  شده درحاصلی های جالبی با نتیجهشباهت ،فرم
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 ( طرح مسئله ۲

,0)مربع واحد واقع بر محور مختصات و با رئوس   0), (0, 1), (1, 0), (1, ,0)ی  را در نظر بگیرید. با شروع از نقطه  (1 و    (0

در ضلع    ی متناظرنقطهی حرکت از  ای روی هر یک از اضلاع مربع، ادامهکنیم. با رسیدن به نقطهحرکت می  𝑚  مثبت   با شیب 

اند.( در نهایت با  توانید تصور کنید که مربع تا شده و نقاط متناظر بر روی هم قرار گرفته)می  یابدادامه می  و با همان شیب   مقابل

,1)ی  به نقطهرسیدن  ,0)که متناظر با   (1  (. ۱)شکل   یابداست، مسیر بسته شده و حرکت پایان می (0

 

 
,0)ی  نمایی از روند حرکت از نقطه  (۱شکل  ,1)ی  به نقطه  (0 1) 

 پاسخ سوالات زیر است:  نبا در نظر گرفتن این روند، هدف یافت

ا  : ۱سوال   مقادیری  چه  ازای  نقطهب𝑚 ز  به  ,1)ی  ه  بسته(  رسیم  می  (1 مسیر  نقطه  )تشکیل  این  به  مقادیری  چه  ازای  به  و 

 رسیم؟ نمی

تعداد    𝐿ی شدهبرای عدد دادهدر این صورت  شود.  طول مسیر برابر با مجموع طول قطعات مسیر بر روی مربع تعریف می  :۲سوال  

 ؟ شود، چگونه تعیین میباشد 𝐿تر یا مساوی  آنها بر روی مربع کوچک طول که  مسیرهایی 

 کند؟ چگونه رشد می 𝐿شدن  با بزرگ، ۲شده در سوال مسیرهای مطرحتعداد  :۳سوال  

 باشد.شود، در راستای پاسخ به این سوالات میمطالبی که در ادامه مطرح می

 

 ( قراردادها و نمادها۳

 : است صحیح  عدد هاآن مختصات  دو هر که  است  نقاطی یمجموعه ایشبکه ی صفحه

ℤ2 = {(𝑝, 𝑞): 𝑝, 𝑞 ∈ ℤ} 
,gcd(𝑝با نماد  را    𝑞و    𝑝  و مثبت   علیه مشترک دو عدد صحیحترین مقسومبزرگ 𝑞)  صحیح    دو عدددهیم.  نشان می𝑝    و𝑞    ًنسبتا

,gcd(𝑝  اند هرگاهاول 𝑞) = 1. 

𝑓(𝐿)  نماد ∼ 𝑔(𝐿) به این معناست که  lim
𝐿→∞

𝑓(𝐿)

𝑔(𝐿)
= 1. 

𝐸(𝐿)  نمادو   = 𝑂(ℎ(𝐿))  ثابت    به معنای آن است کهδ  >   یاندازهبه  مقادیر  ی وجود دارد که برای همه  Lو مستقل از    0

|𝐸(𝐿)|  داریم 𝐿  بزرگِ کافی ≤ δ| ℎ(𝐿)|. 

خط و پیش از آن قرار دارد؛  روی همان پاره  (1,2)  ینگاه کنید. نقطه  (2,4)  ایشبکه  یاز مبدأ به نقطه  ۲اکنون و در شکل  

  همان   روی   دیگری   ایشبکه  یهیچ نقطه  (2,3)  ی شود. در مقابل، میان مبدأ و نقطهمستقیماً از مبدأ دیده نمی  (2,4)بنابراین  

 .ندارد وجود خط
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 ن هستند. نقاط پررنگ از مبدأ قابل دید ( ۲شکل 

,𝑝)ی  شدن نقطه دیدهدهیم که نشان می 𝑞)  فرض کنید:برای این منظور  آن است.نسبتاً اول بودن مختصات معادل 

gcd(𝑝, 𝑞) = 𝑑 > 1 
 وجود دارند که:  𝑏و   𝑎پس اعداد صحیح  

𝑝 = 𝑑𝑎,   𝑞 = 𝑑𝑏 
 در نتیجه:

(𝑝, 𝑞) = 𝑑(𝑎, 𝑏) 
,𝑎)  ینقطه 𝑏)  و  مبدأ  راستای  همان  روی  (𝑝, 𝑞)  چون  و  دارد  قرار  𝑑 > ,𝑝)  از  پیش  است،  1 𝑞)  بنابراین .  شودمی  دیده  

(𝑝, 𝑞) نیست دیدن   قابل . 

,𝑝)ی  برعکس، اگر نقطه 𝑞)   ،خط میان مبدأ و  ای واقع بر پارهی نقاط شبکهمجموعهاگر از قابل دیدن نباشد(𝑝, 𝑞)  ناتهی و  که

,𝑎)پس از مبدأ را  ی  هنخستین نقط  ،متناهی است 𝑏)  اند؛ زیرا در غیر این صورت با تقسیم  مختصات این نقطه نسبتاً اول  ،نامیمب

 آمد.تری به مبدأ به دست میای نزدیک ی شبکهعلیه مشترک، نقطههر دو مختصات بر مقسوم

,𝑎)چون  𝑏)   و(𝑝, 𝑞) خط قرار دارند، عدد گویای  روی یک نیم𝑑 >  وجود دارد که: 1

(𝑝, 𝑞) = 𝑑(𝑎, 𝑏) 
𝑑کسر   = 𝑟/𝑠  از  گیریمدر نظر میترین صورت  را در ساده .𝑝 = 𝑟𝑎/𝑠    و𝑞 = 𝑟𝑏/𝑠  بودن  و صحیح𝑝    و𝑞  شود  نتیجه می

,𝑎هر دو عدد    𝑠که   𝑏  کند. چون  را تقسیم میgcd(𝑎, 𝑏) = 𝑠است، باید    1 = تر از عددی صحیح و بزرگ  𝑑باشد؛ پس    1

,𝑝)است و   𝑞و   𝑝علیه مشترک  مقسوم 𝑑یک است. بنابراین  𝑞)  ًاول نیست. نسبتا 

,𝑝)ی  بنابراین نقطه 𝑞) :دقیقاً هنگامی از مبدأ قابل دیدن است که 

gcd(𝑝, 𝑞) = 1 
 شوند.ی شبکه نیز نامیده میای یا اولیهنقاطی که این شرط را دارند، نقاط پایه
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 ( پاسخ مسئله ۴

 شیب انتخابی یک عدد گویا باشد:  ۱گردیم. اگر در شکل برمیی اولیه اکنون به مسئله

𝑚 =
𝑞

𝑝
 

,𝑝)که در آن   𝑞)    در امتداد هم قرار    (0,0)و با شروع از  مسیر را به ترتیب    یندهده شکل  هایخطپارهنسبتاً اول است، و اگر

,𝑝)ی  در این صورت مسیر حرکت از مبدأ تا نقطهدهیم،   𝑞)  توان از لحاظ شهودی با  )توجه کنید که این کار را می  خواهد بود

 . (3)شکل   برداری از مربع واحد و غلتاندن آن در مسیرهای افقی و عمودی انجام دادکپی

 
 تبدیل مسیر به یک خط مستقیم  (۳شکل 

,𝑝)کند که مختصات ابتدا و انتهای تمام قطعات اعداد گویا و مختصات آخرین نقطه  این ویژگی تضمین می 𝑞) طول  خواهد بود .

𝑝2√ی  مسیر نیز از رابطه + 𝑞2 به این ترتیب یک مسیر بسته در مربع )دقت کنید که تعبیر مسیر بسته به   آید.دست میبه

𝑚شود.( و با شیب  مطرح می (1,1)و  (0,0)دلیل تناظر بین   =
𝑞

𝑝
ی  ی مختصات از مبدأ تا نقطه، معادل حرکت در صفحه

(𝑝, 𝑞)   است. اگر(𝑝, 𝑞)   ،نسبتاً اول نباشد، و داشته باشیم(𝑝, 𝑞) = 𝑑(𝑎, 𝑏)   که در آن𝑑   عدد صحیح و(𝑎, 𝑏)   ًنسبتا

بار خواهیم داشت. بر   𝑑 ، حرکت تکراری بر روی مربع و به تعداد(0,0)با   (1,1)اول است، در این صورت با توجه به تناظر  

(،  3ی مختصات )شکل رسیم. مسیر معادل بر روی صفحهمی (1,1)به  (0,0)با شروع از  بار  𝑑به تعداد  واحد نیز روی مربع 

,𝑝)آخرین آنها   وکند صحیح را ملاقات می  مختصاتقطه با ن 𝑑پاره خطی است که   𝑞) .برای  است𝑑 = طور معادل  و به 1

,𝑝)برای  𝑞) نامیم. نسبتاً اول، مسیر را ساده می 

𝑚با شیب عدد گویای  ایم که هر مسیر تا اینجا نشان داده =
𝑞

𝑝
 کند.یک مسیر بسته ایجاد می ،بر روی مربع 

به صورت    𝑡گسترده با پارامتر   ی شود. برای اثبات دقیق، موقعیت متحرک را در صفحهگویا نباشد، مسیر بسته ایجاد نمی 𝑚اگر  

 گیریم: در نظر میزیر 

(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) = (𝑡, 𝑚𝑡) 
روی مربع باید هر دو    ((1,1)ی تر برای رسیدن به نقطه)و به عبارت دقیقدر مسیر متناظر روی مربع برای بازگشت به مبدأ  

 که:باید وجود داشته باشند    𝑞و    𝑝مختصات عدد صحیح شوند. یعنی اعداد صحیح  

𝑡 = 𝑝 

𝑚𝑡 = 𝑞 
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 د:شومی این دو رابطه نتیجهاز 

𝑚 =
𝑞

𝑝
 

 .فقط برای شیب گویا ممکن است  (1,1)ی  رسیدن به نقطهپس 

 ایم.تا اینجا به اولین سوالی که در ابتدای مقاله مطرح شد، پاسخ داده

𝑝2√ی  از رابطهبسته از جمع قطعات آن و  طول مسیرِ + 𝑞2 ساده با طول  آید. به این ترتیب تعداد مسیرهای دست میبه

,𝑝)معادل یافتن تمام نقاط   𝐿حداکثر برابر با   𝑞) ی  نسبتاً اولی است که مختصات آنها در رابطه√𝑝2 + 𝑞2 ≤ 𝐿   صدق

 گیرند. قرار می  𝐿ای به مرکز مبدأ و شعاع  دایرهربع درون  𝐿تر از  های متناظر با مسیرهای کوتاهپس زوجکند. می

نقاط با یعنی روند رشد  3سوال ایم. اکنون به سراغ پاسخ  تا اینجا به سوال دومی که در ابتدای مقاله مطرح شد نیز پاسخ داده

 رویم. می 𝐿شدن  بزرگ

,𝑝)های طبیعیِ مثبت  را برابر تعداد زوج 𝑃(𝐿)تابع  𝑞) گیریم که هم شرط  می𝑝2 + 𝑞2 ≤ 𝐿2   و هم شرطgcd(𝑝, 𝑞) =

 کنند. را برآورده می 1

 اعداد تبدیل شده است. ی دقیق در نظریه یهندسی شمارش مسیرها اکنون به یک مسئله یمسئله

های طبیعی  را برابر تعداد زوج 𝐴(𝐿)شماریم. تابع  ای ربع نخست را میی نقاط شبکهاول، همه نسبتاًپیش از شمردن نقاط 

(𝑝, 𝑞)   با𝑝, 𝑞 > 𝑝²گیریم که شرط  میدر نظر   0 + 𝑞² ≤ 𝐿²  بنابراین   کنند.را برآورده می𝐴(𝐿) ای در  تعداد نقاط شبکه

 دهد.را نشان می 𝐿ای به مرکز مبدأ و شعاع  ربع دایره

خواهیم داشت. اگر به مرکز   𝐿ی کامل به مرکز مبدأ و شعاع  ای درون دایره، ابتدا برآوردی از تمام نقاط شبکه𝐴(𝐿)تعیین  برای 

توان  و با اضلاع همراستا با محورهای افقی و عمودی مختصات رسم کنیم، به سادگی می ۱ای مربعی به ضلع ی شبکههر نقطه

  ای در دایره برابر است، با فرض ها که از لحاظ عددی با تعداد نقاط شبکهمساحت حاصل از کل این مربع 𝐵(𝐿)مشاهده کرد که  

𝒄 = √(
𝟏

𝟐
)

𝟐

+ (
𝟏

𝟐
)

𝟐

=
√𝟐

𝟐
 :کنددر نامساوی زیر صدق می 

𝜋(𝐿 − 𝑐)² ≤ 𝐵(𝐿) ≤ 𝜋(𝐿 + 𝑐)² 
 آوریم: با بسط دو طرف به دست می

𝜋𝐿² − 2𝜋𝑐𝐿 + 𝜋𝑐² ≤ 𝐵(𝐿) ≤ 𝜋𝐿² + 2𝜋𝑐𝐿 + 𝜋𝑐² 
 نویسیم:اختصار چنین میشود. این نتیجه را بهبیشتر نمی 𝐿از مقداری متناسب با   𝜋𝐿²و   𝐵(𝐿)بنابراین اختلاف میان  

(۱                                                           )𝐵(𝐿) = 𝜋𝐿² + 𝑂(𝐿) 

رشد   𝐿ی آن حداکثر متناسب با  ی خطایی است که اندازهیک عدد مشخص نیست؛ بلکه بیانگر جمله 𝑂(𝐿)در این رابطه، نماد  

𝛿، ثابت  طور که پیش از این نیز بیان شدو همان ترکند. به بیان دقیقمی > ی مقادیر  که برای همهطوریوجود دارد، به 0

 : 𝐿ی کافی بزرگ  اندازهبه

|𝐵(𝐿) − 𝜋𝐿²| ≤ 𝛿𝐿 
، است و خطای این تقریب حداکثر با آهنگی متناسب با  𝜋𝐿²ای برابر مساحت قرص، یعنی  ی اصلی تعداد نقاط شبکهپس جمله

شود. های واقع در نواری با عرض ثابت در نزدیکی محیط دایره ناشی میکند. از نظر هندسی، این خطا از مربعشعاع رشد می

 خواهد بود. 𝐿ی  های آن نیز حداکثر از مرتبهاست؛ در نتیجه مساحت این نوار و تعداد مربع 𝐿متناسب با  دایره طول محیط 

,𝑝)ای تعداد نقاط شبکه 𝐴(𝐿)گردیم. فرض کنید  اکنون به ربع نخست بازمی 𝑞)   با𝑝, 𝑞 > باشد که شرط زیر را برآورده   0

 کنند: می

𝑝² + 𝑞² ≤ 𝐿² 
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ی غیر  نقطه ⌊𝐿⌋4محور، در مجموع  طور مساوی در چهار ربع قرار دارند. همچنین روی چهار نیمنقاط غیرمحوری قرص کامل به

 . بنابراین:است.( 𝐿تر یا مساوی  ترین عدد صحیح کوچک نشانگر بزرگ ⌊𝐿⌋)  از مبدأ وجود دارد 

𝐵(𝐿) = 1 + 4⌊𝐿⌋ + 4𝐴(𝐿) 
 در نتیجه:

𝐴(𝐿) = (𝐵(𝐿) − 1 − 4⌊𝐿⌋)/4 
 گیریم:است، نتیجه می 𝐿و این واقعیت که تعداد نقاط محوری نیز حداکثر متناسب با  ( ۱)ی با استفاده از رابطه

(۲                                                        )𝐴(𝐿) = 𝜋𝐿²/4 + 𝑂(𝐿) 

با مساحت ربع قرص از لحاظ عددی تقریبا ی اصلی ، در جمله𝐿شعاع  به ای واقع در ربع نخست قرصبنابراین تعداد نقاط شبکه

اول نیست؛ برای شمارش نقاط   نسبتاًی نقاط کند. این نتیجه هنوز دربارهرشد می 𝐿برابر است و اختلاف آنها حداکثر متناسب با  

 ای نیاز داریم.به استدلال جداگانهدهیم، نشان می 𝑃(𝐿)با   𝐿شعاع  به در ربع نخست قرص  راکه تعداد آنها  اول   نسبتاً 

ای ربع نخست باید نقاطی را حذف کنیم که هر دو مختصاتشان بر یک عدد  از میان نقاط شبکهبرای رسیدن به نقاط نسبتاً اول، 

 پذیر است. اول مشترک بخش

 شوند:پذیر است به صورت زیر نوشته میبخش 𝑑  عدد نقاطی که هر دو مختصاتشان بر

(𝑝, 𝑞) = (𝑑𝑎, 𝑑𝑏) = 𝑑(𝑎, 𝑏). 

𝑎2با توجه به این که   + 𝑏2 ≤ (
𝐿

𝑑
)

2

ای واقع در شعاع  اعداد شبکهای که با ضرب مختصات است، پس تعداد اعداد شبکه 
𝐿

𝑑
در   

𝐴با توجه به نتایج قبلی برابر ، اندحاصل شده 𝑑عدد   (
𝐿

𝑑
𝐴مقدار   𝐴(𝐿)از  مثلا است. بنابراین اگر  ( (

𝐿

2
را کم کنیم، در واقع   (

ای به شعاع  ای که از دو برابر شدن مختصات نقاط موجود در ربع دایرهنقاط شبکه
𝐿

2
ای کم  اند، از کل نقاط شبکهایجاد شده 

𝐴شوند. اگر  می (
𝐿

3
ای به شعاع  ای که از سه برابر شدن مختصات نقاط موجود در ربع دایرهدر واقع نقاط شبکهرا کم کنیم،  (

𝐿

3
 

𝐴اما اگر هم   شوند.ای کم میاند، از کل نقاط شبکهایجاد شده (
𝐿

2
𝐴و هم   ( (

𝐿

3
را کم کنیم، نقاطی که از شش برابر شدن   (

ای به شعاع  نقاط موجود در ربع دایرهمختصات 
𝐿

6
  شوند و بایستی کم شدن اضافی آن جبران شود، دوبار کم میاندایجاد شده 

ای که نسبتاً اول نیستند،  های جبرانی برای حذف تمام نقاط شبکهها و اضافه شدن. این کم شدن)اصل شمول و عدم شمول(

 برسیم. 𝜇شود که در روند تعیین تعداد اعداد نسبتاً اول به تابعی به نام تابع موبیوس با نماد  باعث می

𝜇(1))  است ۱تابع برابر این ی یک مقدار در نقطه = 1.) 

به  . صفر استبرابر  𝑑یه ازای  ، مقدار تابع پذیر باشد(بر مربع یک عدد اول بخش 𝑑)  را تقسیم کند  𝑑اگر مربع یک عدد اول،  

𝜇(12)عنوان مثال   = 4بر  12چون   ؛0 =  پذیر است.بخش 22

𝜇(6)به عنوان مثال  .  است 𝑘(1−)عدد اول متمایز باشد، مقدار تابع برابر  𝑘ضرب  حاصل 𝑑اگر   = (−1)2 = چون   ؛1

6 = 2 × 3. 

 خاصیت اساسی این تابع چنین است:

𝑚برای  =  داریم:  1

                                                                ∑ 𝜇𝑑∣1 (𝑑) = 𝜇(1) = 1 

𝑑نماد   ∣ 𝑚   به معنای آن است که𝑚  بر𝑑 بخش ( پذیر است𝑑   عدد𝑚 را تقسیم می .).کند 

𝑚برای  > ∑  داریم  1 𝜇𝑑∣𝑚 (𝑑) = 0. 

∑به عنوان مثال   𝜇𝑑∣6 (𝑑) = 𝜇(1) + 𝜇(2) + 𝜇(3) + 𝜇(6) = 1 + (−1) + (−1) + 1 = 0. 
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∑ی  در واقع در محاسبه 𝜇𝑑∣𝑚 (𝑑) ،های اول متمایز  علیهاگر مقسوم𝑚   را𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑘  ،برای  این مجموعبنامیم𝑚 > 1  

1) بسط برابر − 1)𝑘  .و لذا مقدار آن برابر صفر خواهد بود 

 توان به این نتیجه رسید که از مجموع توضیحات فوق و چگونگی عملکرد تابع موبیوس می

(3                                                   )𝑃(𝐿) = ∑ 𝜇𝑑≤𝐿 (𝑑)𝐴 (
𝐿

𝑑
) 

 (، تابع موبیوس در واقع نقش مجری اصل شمول و عدم شمول را بر عهده دارد.3ی )در رابطه

 ( داریم: ۲ی )با توجه به رابطه

(۴                                                   )𝐴(𝐿/𝑑) = ¼𝜋𝐿²/𝑑² + 𝑂(𝐿/𝑑) 

 ( خواهیم داشت:3)ی در رابطه(  ۴ی )رابطهگذاری  با جای

(5                            )𝑃(𝐿) = ¼𝜋𝐿² ∑
𝜇(𝑑)

𝑑2
+ ∑ 𝜇𝑑≤𝐿 (𝑑)𝑂(𝐿/𝑑)𝑑≤𝐿 

 اکنون به نکات مهم زیر توجه کنید: 

∑نشان داده شده که   (۱
1

𝑑𝑑≤𝐿 ی  از مرتبهlog𝐿  .عبارت است  |∑ 𝜇𝑑≤𝐿 (𝑑)𝑂(𝐿/𝑑)| دارای کران  𝐿 ∑𝑑≤𝐿

|𝜇( (𝑑)|)
1

𝑑
𝐿و این عبارت از   بوده  ∑

1

𝑑𝑑≤𝐿 ی  ؛ پس جملهشودبیشتر نمی∑ 𝜇𝑑≤𝐿 (𝑑)𝑂(𝐿/𝑑) ی  از مرتبه

𝐿log𝐿 باشد. می 

∑سری  ثابت شده که  همچنین  (۲
𝜇(𝑑)

𝑑2
∞
𝑑=1 و مقدار آن برابر  طور مطلق همگراستبه

6

𝜋2
ی  مجموعه ℙاگر  است. در واقع  

 [:۱۲، ۱۱ضرب اویلری و مقدار کلاسیک تابع زتای ریمان در عدد دو داریم ]اعداد اول باشد، با استفاده از حاصل

                                 (۶           )∑
𝜇(𝑑)

𝑑2
∞
𝑑=1 = ∏ (1 −

1

𝑟2
)𝑟∈ℙ =

1

𝜁(2)
=

6

𝜋2
 

∑عبارت   (3
𝜇(𝑑)

𝑑2
∞
𝑑=1   دارای دو بخش∑

𝜇(𝑑)

𝑑2𝑑≤𝐿  و∑
𝜇(𝑑)

𝑑2𝑑>𝐿 باشد. نشان داده شده که: می 

                                 (7                )|∑
𝜇(𝑑)

𝑑2𝑑>𝐿 | ≤ ∑
1

𝑑2𝑑>𝐿 = 𝑂 (
1

𝐿
) 

 :و از توضیحات فوق داریمبه این ترتیب 

𝑃(𝐿) = ¼𝜋𝐿2 ×
6

𝜋2
+ 𝑂 (

1

𝐿
) + 𝑂(𝐿 log 𝐿) 

(۸                                            )= 3𝐿²/(2𝜋) + 𝑂(𝐿 log 𝐿) 

  3𝐿²/(2𝜋)در حدود   𝐿تر یا مساوی  ی کافی بزرگ، تعداد مسیرهای کوچک به اندازه 𝐿برآورد تقریبی، برای بنابراین در یک 

 ( خواهیم داشت:۸( و )۲از روابط ) خواهد بود.

lim
𝐿→∞

𝑃(𝐿)

𝐴(𝐿)
= lim

𝐿→∞

3𝐿²/(2𝜋) + 𝑂(𝐿 log 𝐿)

𝜋𝐿²/4 + 𝑂(𝐿)
= lim

𝐿→∞

3𝐿²/(2𝜋)

𝜋𝐿²/4
= 6/𝜋² ≈ 0.607927 

 ، نقاط نسبتاً اول هستند. ایدرصد از نقاط شبکه ۶۰به این ترتیب حدود 

)با   𝑃(𝐿)محاسباتی تقریبی تا چه حد به مقدار واقعی نزدیک است، مقدار دقیق   شوید که روند برای این که بهتر متوجه

 کنیم.مقایسه می 𝐿برای چند مقدار  های زیر آورده شده، را با مقادیر آن که در فرمولشود.( شمارش نقاط نسبتاً اول تعیین می

                                                                          𝑃1(𝐿) = ∑ 𝜇𝑑≤𝐿 (𝑑)𝐴 (
𝐿

𝑑
) 

                                                                          𝑃2(𝐿) =
∑ 𝜇𝑑≤𝐿 (𝑑)𝜋𝐿2

(4𝑑²)
 

                                                                            𝑃3(𝐿) = 3𝐿²/(2𝜋) 
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𝑃1(𝐿) ( آورده شده و  3ی )همان مقدار دقیق است که در رابطه𝑃2(𝐿)   نیز با جایگذاری𝜋𝐿2/(4𝑑²)   به عنوان تقریبی برای

𝐴 (
𝐿

𝑑
نسبت به اولین ترم   𝑂(𝐿 log 𝐿)ی پایین ی با مرتبهاز حذف جمله 𝑃3(𝐿)در نظر گرفته شده است.   𝑃1(𝐿)در   (

𝐿به عنوان مثال برای  دست آمده است. سمت راست رابطه، به = رسیم  می ۱۹۱اط نسبتاً اول به عدد قبا شمارش دقیق ن 20

(𝑃(𝐿) = 191 .) 

 همچنین: 

                         𝑃1(20) = 𝜇(1)𝐴(20) + 𝜇(2)𝐴(10) + ⋯ + 𝜇(19)𝐴 (
20

19
) + 𝜇(20)𝐴(1) 

                            = (1)(294) + (−1)(69) + (−1)(28) + (0)(15) + (−1)(8) 
                                          +(1)(6) + (−1)(4) + (0)(3) + (0)(1) + (1)(1) 

                                       +(−1)(1) + (0)(1) + (−1)(1) + (1)(1) + (1)(0) 
                           +(0)(0) + (−1)(0) + (0)(0) + (−1)(0) + (0)(0) = 191 

         𝑃2(20) = μ(1) (
π

4
) (20)2 + μ(2) (

π

4
) (10)2 ⋯ μ(19)(π/4)(20/19)² + μ(20)(π/4)(1)²  

               = 100π(1 − 1/4 − 1/9 + 0 − 1/25 + 1/36 − 1/49 + 0 + 0 + 1/100 
−1/121 + 0 − 1/169 + 1/196 + 1/225 + 0 − 1/289 + 0 − 1/361 + 0) ≈ 190.19 

     𝑃3(20) = 3/(2𝜋)20² =
600

π
≈ 190.99 

نیز همین   ۱اند. نتایج مندرج در جدول کنید که روابط تقریبی نیز به اعداد بسیار نزدیک به مقدار واقعی رسیدهمشاهده می

 دهد. نزدیکی را نشان می
 .   𝐿ی نتایج دقیق و تقریبی در برآورد نقاط نسبتاً اول به ازای مقادیر مختلف  مقایسه   (۱جدول 

100 40 20 10 𝑳 
 اینقطه شمارش   47 191 765 4771

4771 765 191 47 𝑃1(𝐿) 
4777.17 765.54 190.19 48.40 𝑃2(𝐿) 
4774.65 763.94 190.99 47.75 𝑃3(𝐿) 

در انتهای پاسخ به سوالات مسئله، مرور مختصری هم بر روی حالتی که مسیر حرکت به جای مربع واحد، یک مستطیل است،  

 داریم. 

aترتیب جای مربع در مستطیلی با اضلاع مجاور به طول بهاگر مسیر حرکت به > bو   0 > های  زوج شمارش مجددا  باشد،  0

,𝑝)نسبتاً اول   𝑞) با شیب  تبدیل مسیر بسته به خط  اب
b𝑞

a𝑝
  ی اندازهبه های جاییجابهبا ی بازشده صفحه. در واقع  گیردصورت می 

a𝑝  و  در جهت افقیb𝑞 شود )شروع از مبدأ و پایان در  در جهت عمودی باعث ایجاد این خط می(a𝑝, b𝑞)) شرط طول  . لذا

 برابر است با: 𝐿حداکثر  

a²𝑝² + b²𝑞² ≤ 𝐿² 
 است. 𝐿/bو   𝐿/aمحورهای  در ربع نخست یک بیضی با نیم ،𝐿به  ی طول محدود ناحیه

 است. 3𝐿²/(2𝜋ab) همگرا به 𝐿توان نشان داد که تعداد مسیرهای ساده با طول حداکثر  با استدلالی مشابه قبل، می

در رابطه ظاهر  abبه صورت   bو  aمستطیل وابسته است )دو پارامتر  ی حاصل تنها به مساحت کنید که رابطهمشاهده می

 (.اند.شده
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 گیری( نتیجه۵

ی بدون تکرار و با حداکثر طول محدود بر  ای که در ابتدای این مقاله مطرح شد، هدف تعیین تعداد مسیرهای بستهدر مسئله

برای تعداد مسیرهای با حداکثر طول  ، تعیین کرانی "شیء"و   "اندازه"، " مسیر"در مفاهیم  با تغییر بنیادی  روی یک شیء بود.

برای  نشان داد های مریم بود که شود. این از نتایج پژوهشای بسیار پیچیده تبدیل میمحدود به یک عدد مشخص، به مسئله

ی ساده با طول  های بستهگذاری مناسب، شمار منحنیی مرزی یا نشانهمؤلفه 𝑛و تعداد   𝑔با جنس   𝑋یک سطح هذلولوی ثابت  

 : شودی حاصل در این فرمول داده مینتیجه[. در قالب فشرده ۸، 7کند ]از قانون توانی پیروی می 𝐿حداکثر  

𝑠𝑋(𝐿) ∼ 𝑐𝑋𝐿6𝑔−6+2𝑛 

6𝑔تابع شمارش،   𝑠𝑋(𝐿)در این رابطه،   − 6 + 2𝑛   بُعد مؤثر فضای مربوط و𝑐𝑋 > ی سطح  ضریبی وابسته به هندسه 0

 شود. ثابت و شرایط قضیه در منابع تخصصی بیان میضریب صورت دقیق شده، مفهوم دقیق موارد مطرحاست. 
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